Conduites et canaux en charge / Chapitre Il

CHAPITRE II

CALCUL DES CONDUITES CIRCULAIRES
EN CHARGE PAR LA MMR

Apres avoir passe en revue les méthodes les plus significatives destinées au
calcul de I’écoulement turbulent en conduite circulaire sous pression, le présent
chapitre propose une nouvelle approche basée sur la méthode du modele
rugueux de référence. Elle a été élaborée pour répondre aux trois probléemes
principaux que pose le calcul de I’écoulement en conduite rectiligne sous
pression, qui sont le calcul du débit volume Q écoulé par la conduite, le calcul
du diametre interne D de celle-ci et le calcul du gradient J de la perte de charge
lineaire.

Dans un premier temps, la méthode sera exposée aussi clairement que possible
en mettant I’accent sur les principaux fondements sur lesquels elle repose.

Dans un second temps, la méthode sera appliquee a la conduite circulaire en
charge et les relations régissant les caracteristiques de I’écoulement seront alors
déduites.

Les divers parametres mis en jeu seront identifiés, tout en mettant en exergue
leur signification physique.

Des exemples d’applications pratiques seront enfin proposés et serviront a
mieux apprécier I’intérét de la méthode préconisée.

11.1. Modéle rugueux de reférence
Le modeéle rugueux de référence que nous considérons est en fait une conduite

circulaire, également sous pression, caractérisée par un diamétre D, une
rugosité absolue &, écoulant un débit volume Q d’un liquide de viscosité
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cinématique v, sous un gradient de la perte de charge linéaire J .

Le nombre de Reynolds caractérisant I’écoulement est R et le coefficient de
frottement est f .

On affecte a cette conduite une forte rugosité relative, arbitrairement choisie
égale & £/D=3,7.1072, de telle sorte que I’écoulement turbulent qui s’y
produit soit en régime turbulent rugueux ou soit supposé étre comme tel.

La rugosité relative arbitrairement choisie E/5=3,7.10‘2 est obtenue pour
diverses valeurs de la rugosité absolue ¢ et du diamétre D.

Puisque I’écoulement est ou est supposé étre en régime turbulent rugueux, le
coefficient de frottement f caractérisant I'écoulement dans le modele rugueux

de référence répond donc a la relation (1.38) pour ¢/D=¢/Detf = f, soit:

12
?:[_zuog [“3’_5}] @Y

En introduisant dans la relation (2.1) la valeur choisie £/D=3,7.1072, le
coefficient de frottement f prend alors la valeur constante :

f=

-2
—2
—2log[3’7é1$ H 421 2.2)

L’écoulement turbulent rugueux se produisant dans la conduite de référence est
donc caractérisé par un coefficient de frottement constant égal a 1/16.

L’écoulement dans la conduite rugueuse de référence est également régi par des
relations de méme forme que celle des équations de base (1.33) et (1.36),
exprimant respectivement le gradient de la perte de charge linéaire selon
Darcy-Weisbach et le nombre de Reynolds de I’écoulement.

Appliquée a la conduite rugueuse de référence, la relation (1.33) s’écrit :
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7 _ Q
J=—"= (2.3)

En substituant la relation (2.2) dans la relation (2.3), il vient que :

=2
29z<D

Nous pouvons déduire de la relation (2.4) que le diamétre Ddu modeéle
rugueux de référence est :

15
B=(2n2)_1/5 Q (2.5)

La relation (2.5) traduit le fait que :

1/5
_ 02
D =constante x g_j (2.6)

ol la constante est égale a (272)*".

Si la conduite rugueuse de référence écoulait un débit Q =Q sous un gradient

de la perte de charge linéaire J =J, alors, en comparant les relations (1.53) et
(2.6), nous pouvons ecrire que :

D = constante x D, 2.7)

Nous pouvons ainsi énoncer que le diamétre caractéristique Dy de Swamee et
Jain correspond en fait, a une constante pres, au diamétre de la conduite
rugueuse de référence lorsque celle-ci écoule un débit volume Q=Q sous un

gradient de la perte de charge linéaire J=J. Nous donnons ainsi la
signification physique du diametre caracteristique.
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Appliguée a la conduite rugueuse de reférence, la relation (1.36) s’écrit :

5_ 4Q 2.8
Rﬂﬁv (28)

En éliminant le diamétre D entre les relations (2.5) et (2.8), nous obtenons :

__3\l5
B 1/5 (g JQ j
R:(20§8] (2.9)
T 14
La relation (2.9) peut s’écrire :
1/5

==3
B (070’
R = constante x (2.10)

1%

avec : constante = (2048/ 7r3) .

En comparant les relations (1.55) et (1.58) avec la relation (2.10), il apparait
que I’inverse du paramétre cinétique v ~de Swamee et Jain correspond bien, &
une constante prés, au nombre de Reynolds R défini par la relation (2.9) lorsque

Q=QetJ=1J.

Nous pouvons donc énoncer que I’inverse du paramétre cinétique v 1de
Swamee et Jain, correspond, a une constante prés, au nombre de Reynolds

R caractérisant I’6écoulement dans la conduite rugueuse de référence lorsque
celle-ci écoule un débit Q=Q sous un gradient de la perte de charge

linéaire J = J .

D’autre part, en éliminant le débit Qentre les relations (2.5) et (2.8), nous
obtenons :

-3
§:4¢§V9iD (2.11)
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La relation (2.11) peut s’écrire :

——3
ﬁzconstantexg (2.12)

En comparant les relations (1.70) et (2.12), nous pouvons alors énoncer que le
paramétre adimensionnel N de Hager correspond, a une constante prés, au

nombre de Reynolds R caractérisant I’écoulement dans la conduite rugueuse de
référence lorsque celle-ci écoule un débit Q =Q sous un gradient de la perte de

charge linéaire J = J .

En définitive, le nombre de Reynolds R caractérisant I’écoulement dans la
conduite rugueuse de référence s’exprime selon les trois relations (2.8), (2.9) et

(2.11), respectivement en fonction de (Q,D), (Q,J) et(D,J).

Le tableau 2.1 résume les caractéristiques geomeétriques de la conduite rugueuse
de référence et hydrauliques de I’écoulement qui s’y produit.

Tableau 2.1 : Caractéristiques géométriques de la conduite rugueuse
de référence et hydrauliques de I’écoulement

Paramétre Symbole Relation
Diametre interne D (2.5)
Rugosité absolue & -

il |3 | s
Débit volume Q -
Coefficient de frottement f 1/16
Nombre de Reynolds R (2.8), (2.9), (2.11)
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11.2. Calcul de I’écoulement turbulent par le modéle
rugueux de référence

Dans le présent paragraphe, I’écoulement turbulent en conduite sous pression
est calculé en ayant recours aux caractéristiques de I’écoulement dans la
conduite rugueuse de référence.

Il s’agit d’établir principalement les relations permettant de déterminer le débit
volume Q écoulé par une conduite circulaire sous pression, le diametre interne
D de celle-ci ainsi que le gradient de la perte de charge linéaire J. 1l s’agit donc
de répondre aux trois classes de problemes de I’écoulement turbulent.
Cependant, des relations intéressantes seront egalement proposées pour le
calcul des caractéristiques de I’écoulement telles que le nombre de Reynolds R
et le coefficient de frottement f, lorsque I’un des trois parameétres Q, D et J n’est
pas connu.

11.2.1. Le débit volume Q est inconnu
11.2.1.1. Expression du nombre de Reynolds

Il s’agit d’établir I’expression du nombre de Reynolds R
caractérisant I’écoulement turbulent dans une conduite circulaire sous pression
écoulant un débit volume Q inconnu. Les paramétres connus du probleme
sont le diametre D de la conduite, le gradient J de la perte de charge linéaire, la
rugosité absolue ¢ et la viscosité cinématique vdu liquide en écoulement.

Assumons les égalités suivantes: D=D et J=7.

Autrement dit, nous affectons au modele rugueux de référence le méme
diametre que celui de la conduite ainsi que le méme gradient de la perte de
charge linéaire. La relation (2.4) devient alors :

2
__Q
] = 20.205 (2.13)

En comparant les relations (1.33) et (2.13), nous pouvons conclure que Q = Q.

Le modeéle rugueux de référence écoule donc un débit volume différent de celui
de la conduite.
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D’autre part, la relation (2.8) devient, pour D=D':

5 4Q
R=—= (2.14)

De méme que la relation (2.11) s’écrit, pour D=D etJ =J:
_ 3
R:4ﬁ\/g‘lD (2.15)

En comparant les relations (1.36) et (2.14), nous pouvons conclure que R=R.
Ainsi, le nombre de Reynolds caractérisant I’écoulement turbulent dans le
modeéle rugueux de référence est différent de celui de I’écoulement dans la
conduite considérée.

En égalant les relations (1.33) et (2.13), nous pouvons €crire :

8f Q2 Q'

gz2 D° 29x2D®

soit :

Q=-11Q (2.16)
4t

Désignons par yq la quantité [l/(4\/T)] figurant dans la relation (2.16), soit :

1
_ (2.17)
YQ 4\/T
La combinaison des relations (2.16) et (2.17) permet d’écrire que :
Q=voQ (2.18)

La relation (2.18) indique que le débit volume Q écoulé par une conduite
circulaire sous pression est égal au débit Q écoulé par le modele rugueux de
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référence corrigé par un facteur vQ- Celui-ci peut donc étre considéré comme
étant le facteur de correction des debits.

D’autre part, le rapport entre les relations (1.36) et (2.14) méne a écrire que :

R_Q
R

Or, selon la relation (2.18), le rapport Q/Q n’est autre que le facteur de
correction des débits y/q . Ainsi :

R=ygR (2.19)

La relation (2.19) traduit le fait que le nombre de Reynolds R caractérisant
I’écoulement dans une conduite circulaire sous pression est égal au nombre de

Reynolds R caractérisant I’écoulement dans le modéle rugueux de référence,
corrigé par les effets du facteur de correction des débits vQ-

En remplacant dans la relation (1.35) de Colebrook-White le coefficient de
frottement f ainsi que le nombre de Reynolds R par leur expression respective
(2.17) et (2.19), il vient que :

-2
2,51x4
iz: —2log 83/$+ e
d’ou :

elD 10,_04} (2.20)

1
vQ=—5log [3,7 R

Nous pouvons conclure que le facteur de correction des débits wQest fonction

de la rugosité relative &D de la conduite et du nombre de Reynolds
R caractérisant I’écoulement dans le modéle rugueux de référence.

La relation (2.20) est applicable dans tous les domaines de I’écoulement
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turbulent (lisse, de transition et rugueux), pour toute valeur deR>2300et
0<e/D<0,05.

Pour le domaine de I’écoulement lisse correspondant a &/D = 0 ou pour celui de
I’écoulement pratiquement lisse correspondant a &D—0, la relation (2.20)
s’ecrit :

10,04} (2.21)

1
'”Q:‘E'OQ(T

Par contre, pour le domaine turbulent rugueux correspondant a v —0ou, au
regard de la relation (2.15), 8 R — o0, la relation (2.20) devient :

1 elD
=—=| 2.22
vQ=-5 09( 37 ] (2.22)

La relation (2.20) est représentée graphiquement dans le systeme d’axes de
coordonnées a divisions semi logarithmiques de la figure 2.1. Le diagramme
obtenu présente la méme allure que celle du diagramme de la figure 1.6.

Nous pouvons clairement observer, de gauche vers la droite, sur le diagramme
de la figure 2.1, les trois domaines de I’écoulement turbulent : le domaine lisse
représentée par la courbe correspondant & &/D = 0, le domaine de transition et le
domaine turbulent rugueux correspondant a une variation quasi horizontale de

YQ (R).
Dans le domaine lisse, le facteur de correction des debits wQaugmente avec
I’accroissement du nombre de Reynolds R. Dans le domaine de transition, vQ

augmente également avec I’accroissement de R, pour une valeur fixée de la
rugosité relative &D. Par contre, ¥Q diminue avec I’accroissement de &/D, pour

une valeur fixée du nombre de Reynoldsﬁ.

Sur le diagramme de la figure 2.1, nous avons fait figurer la courbe limite
pratique separant les domaines de transition et turbulent rugueux. La courbe est
représentée en trait continu et a été tracée en admettant que si les relations
(2.20) et (2.22) donnent 1% d’écart entre les valeurs calculées de vQ, alors

I’écoulement peut étre étudié avec suffisamment de précision dans le domaine
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turbulent rugueux. Ceci peut se traduire par I’égalité suivante :
¥Q,Rugueux =1,01x ¥ Q,Transition (2.23)

Le facteur de correction WQ. rugueux figurant dans le membre gauche de la
relation (2.23) est donné par la relation (2.22), tandis que Q. transition figurant

dans le membre droit de la relation (2.23) est donné par la relation (2.20).
Ainsi :

—llog (—ngjz—l,lellog [—€/D+—10’_04j
2 3,7 R

Aprés simplifications et réarrangements, I’égalité précédente conduit a écrire
que :

10,04
elD 1/1,01 (/D
3,7 3,7

4,00

R=

(2.24)

1YQ .0
3,50 7 g

3,00 7
2,50 ]
2,00

1,50 ]

1,00 +——HHHH—--HH— - ——H HH— - — R
10° 10* 10° 106 107 108 10°

Figure 2.1 : Variation du facteur de correction des debits /g en fonction du

nombre de Reynolds R, pour diverses valeurs de &/D.
(—) Courbe limite pratique entre les domaines de transition
et turbulent rugueux
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La courbe limite pratique entre les domaines d’écoulement de transition et
turbulent rugueux a alors été tracée apreés avoir effectué les calculs suivants :

i.  Une valeur de la rugosité relative &/D est fixée.
ii. Le nombre de Reynolds Rest alors calculé selon la relation (2.24).

iii. Avec les valeurs données de &/D et de R, la relation (2.20) permet de
calculer le facteur de correction des débits v/ .

Nous avons regroupé dans le tableau 2.2 les valeurs de vQ obtenues selon les

étapes de calcul précédemment indiquées, pour quelques valeurs arbitrairement
choisies de la rugosité relative &D.

Tableau 2.2 : Valeurs du facteur wqet de R calculées selon les relations
(2.24) et (2.20) respectivement, pour quelques valeurs de &/D

elD R ¥YQ

102 | 616.10* | 1271
1073 | 4,38.10° | 1,766
1074 | 3,38.108 | 2,261
107° | 2,74.107 | 2,756
106 | 23.10% | 3251

Selon la relation (2.24), si le nombre de Reynolds Rest tel que

R> 1}1O 6(1)4 (2.25)
gD [elD
3,7 3,7

alors I’écoulement peut étre étudié, avec suffisamment de précision dans le

domaine turbulent rugueux. Autrement dit, si I’inégalité (2.25) est satisfaite,

alors le couple de valeurs (¢/D,R)sera matérialisé par un point situé sur la
courbe ou a droite de la courbe limite pratique séparant les domaines de

72 B. ACHOUR



Conduites et canaux en charge / Chapitre |1

transition et turbulent rugueux (Figure 2.1).

Pour déterminer I’expression recherchée du nombre de Reynolds R, il faut
éliminer le facteur de correction yq entre les relations (2.19) et (2.20), soit :

1 g/D 10,04
2.26
R= 2RI09[37+RJ (2.26)

Nous obtenons ainsi I’expression du nombre de Reynolds R caractérisant
I’écoulement turbulent dans une conduite circulaire sous pression, en fonction
de la rugosité relative &/D de celle-ci et du nombre de Reynolds R caractérisant
I’écoulement dans le modéle rugueux de référence.

La relation (2.26) est évidemment applicable dans tout le domaine de
I’écoulement turbulent correspondanta R >2300et 0<¢/D<0,05.

Pour le domaine lisse ou pratiquement lisse, correspondant a &/D = 0 ou a
£&D—0, la relation (2.26) s’écrit :

10,04
Rz——RI 2.27
L1 194) ean

Pour le domaine turbulent rugueux, correspondant & v—0 ou & R— o, la
relation (2.26) devient :

/D
R:——Rlo ¢ 2.28
57 229
Nous avons représenté dans le systtme d’axes de coordonnées a divisions
logarithmiques de la figure 2.2, la variation de R en fonction de Rselon la

relation (2.26), pour les valeurs extrémes &D = 0 et &/D = 0,05 de la rugosité
relative.

Les courbes obtenues sont donc des courbes enveloppes extrémement plates,
entre lesquelles se situent les courbes qui correspondent a I’intervalle
0<e/D<0,05.
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10 -
R i
10° /"
. &/D=0 ‘,/ '
10 \ .,'. /'l
/G
7 -
10 e
/.-' £/D=0,05
10°
=i
10° /j
Pzt
10* 7 /
= R
10°
10° 10* 10° 10° 10 10° 10° 10%

Figure 2.2. : Variation de R(R) selon la relation (2.26), pour les valeurs
extrémes &/D =0 et &/D = 0,05 de la rugosité relative.

Les étapes suivantes indiquent la voie a suivre pour calculer le nombre de
Reynolds R, méme si le débit volume Q écoulé par la conduite est inconnu. Les
données du probléme sont : le diamétre D de la conduite, le gradient J de la
perte de charge linéaire, la rugosité absolue ¢ et la viscosité cinématique v du
liquide en écoulement.

i. A partir des valeurs connues de ¢et de D, calculer la rugosité relative &/D.

ii. Les valeurs connues des parameétres D, J et v permettent le calcul du
nombre de Reynolds R par application de la relation (2.15).

iii. Les valeurs ainsi déterminées de /D et de Rménent au calcul aisé du
nombre de Reynolds R de I’écoulement par application de la relation (2.26).

iv. Le couple de valeurs calculées de &D et de R se matérialise, sur la figure
2.1, par un point qui permet de se prononcer sur la nature du régime de
I’écoulement.
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Exemple d’application 2.1.

Soit une conduite circulaire en charge de diametre interne D = 1 m, caractérisée
par une rugosité absolue &=0,0001m et écoulant un débit volume Q d’un
liquide de viscosité cinématique v=10"%m2/ssous un gradient de la perte de
charge linéaire J =3.1074.

Quelle est la nature du régime de I’écoulement ? Calculer la valeur du nombre
de Reynolds R. Quelle est la valeur du facteur de correction des débits yq ?
Déduire la valeur du coefficient de frottement f.

i. Avec les valeurs données de ¢et D, la rugosité relative &/D est donc :

_0,0001

_10-%
1 =10

/D

ii. Les valeurs données des paramétres D, J et v permettent le calcul aisé du

nombre de Reynoldsﬁcaractérisant I’écoulement dans le modele rugueux
de référence, en application de la relation (2.15), soit :

[ 1n3 4 3
R:4\/§g‘][)=4><\/§><\/9’81x13(;'1£ 1 307.10°
> =

iii. En reportant les valeurs (¢/D=10"%;R=3,07.10°)sur le diagramme de la

figure 2.1, nous obtenons un point situé dans le domaine de transition.
L’écoulement turbulent qui se produit dans la conduite considérée est donc
en régime de transition.

iv. Le nombre de Reynolds R recherché est donc, selon la relation (2.26) :

B 4
R=—LRlog[ £/D ;10.04)_ 1, 307.105xl0g| 19— ,_10.04
2 37 R 2 37  3,07.10°

~ 6,48.10°

v. Le facteur de correction des débits wQpeut étre calculé, soit par

application de la relation (2.20) ou par la relation (2.19). En appliquant
celle-ci, il vient que :
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_6,48.10° _ 6,48
3,07.10° 3,07

=2,1107

vi. Le coefficient de frottement est déduit de la relation (2.17), soit :

1 1

16pg? 16x2,1107

Exemple d’application 2.2.

Soit une conduite circulaire en charge de diameétre interneD=1,5m,
caractérisée par une rugosité absolue ¢=1,5.10"%m et écoulant un débit volume
Q d’un liquide de viscosité cinématique v=10"%m?/ssous un gradient de la
perte de charge linéaire J =2,5.1072.

Quelle est la nature du régime de I’écoulement ? Calculer la valeur du nombre
de Reynolds R. Quelle est la valeur du facteur de correction des débits z//Q?

Déduire la valeur du coefficient de frottement f.

i. Larugosité relative &D est :

1,5.1074

—_— _4
15 10

elD=

ii. Selon la relation (2.15), le nombre de Reynolds R de I’écoulement dans le
modele rugueux de référence est :

B 3 2163
743990 =4XﬁXJ9,81x2,5.106 xL5° _ 175060
v 115.10”

iii. En considérant le diagramme de la figure 2.1, le couple de valeurs
(¢/D=10"%R=4475262)se matérialise par un point situé légérement a
droite de la courbe limite pratique entre les domaines de transition et
turbulent rugueux. L’écoulement en présence peut donc étre considéré,
avec suffisamment de précision, comme étant en régime turbulent rugueux.
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La nature rugueuse du régime de I’écoulement est par ailleurs confirmee
par I’inégalité (2.25). En effet :

10,04
171,01
107 (10
3,7 3,7
Etant donné que I’écoulement est en régime turbulent rugueux, le nombre
de Reynolds R est donné par la relation (2.28), soit :

R = 4475262 > =3384423

B -4
R=—1Rlog| &2 |- 1, 4475262 10g| 20_" | =10221950
2 37 ) 2 3,7

La valeur exacte du nombre de Reynolds R peut étre calculée par la relation
(2.26), soit :

_ —4
R:—lRlog 5/D+% =—1x4475262><log &+ﬂ
2 3,7 R 2 3,7 4475262

=10144457

En optant pour la relation (2.28), le calcul de la valeur du nombre de
Reynolds R est donc entaché d’une erreur relative égale a :

AR _100x 10221950 -10144457 _ 0,758% = 0,76%
R 10221950

Le facteur de correction des débits wqest, selon la relation (2.22) :

—4
Vo :_lmg('g’DJ:_%xmg(&]:z,le

2 3,7 3,7

Cette valeur aurait pu étre obtenue en considérant la relation (2.19), soit :

R 10221950
_R_1022190 5 o841
YQ=R "m0~ ©
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La valeur exacte de wQest, selon la relation (2.20) :

1 /D 10,04 1 1004 10,04
yq =—-log +—=—|=—=xlo +
2 3,7 R 2 3,7 4475262

]; 2,2668

En optant pour la relation (2.22), le calcul du facteur wQest donc entaché
d’une erreur relative égale a :

A -
YQ —100x 2,2841-2,2668

—0,757%= 0, 76%
vQ 2,2841 ’ ’

L’erreur relative sur le facteur wQest évidemment la méme que celle commise
sur le calcul du nombre de Reynolds R, puisque, selon la relation (2.19) :

(AR)/R = (Awq) Iwq

vi. Le coefficient de frottement f est déduit de la relation (2.17), soit :

1 1

- = > =0,01198
16p3 16x2,2841

La valeur exacte de f est obtenue en insérant dans la relation (2.17) la valeur
exacte du facteur de correction vQ, soit :

1 1

- - - =0,01216
163  16x2,2668

L’erreur relative commise sur le coefficient de frottement f est donc :

Af _100x 0,01216-0,01198
f 0,01216

=1,48%=1,5%

Ce résultat était prévisible car, selon la relation (2.17), nous pouvons écrire
que :
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soit :

%: 2x0,76% =1,52%

Cet exemple montre, si besoin est, que si le coefficient de frottement f est
calculé en application de la relation (2.17), il est recommandé d’utiliser la
valeur exacte du coefficient de correction des débits wq.

11.2.1.2. Expression du coefficient de frottement

Méme si la valeur du débit volume Q n’est pas une donnée du
probléme, la valeur exacte du coefficient de frottement f peut étre calculée, a
condition que les parameétres D, J, et vsoient connus.
Pour établir I’expression du coefficient de frottement f, il suffit d’éliminer le
facteur de correction des debits y/q entre les relations (2.17) et (2.20), soit :

1Iog[‘9/D+lo’O4j

1 —
TN

37 R
ou hien :
/D 10.04)]
|- d dh 2.29
f { 2Iog[ 57T R H (2.29)

La relation (2.29) est applicable dans tout le domaine de I’écoulement
turbulent, pour R>2300 et 0<s/D<0,05 . Le nombre de Reynolds Rest
calculé selon la relation la relation (2.15) pour les valeurs connues des
paramétres D, J et v.
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Exemple d’application 2.3.

Reprenons les données de I’exemple d’application 2.2 qui sont :

D=15m, J=2,5.10"2, £=15.10"%m, v=10"%m?2/s

Quelle est la valeur du coefficient de frottement f ?

i. Larugosité relative a déja été calculée et vaut :

1,5.10~%

_10-4
15 =10

elD=

ii. De méme que le nombre de Reynolds R caractérisant I’écoulement dans le
modele rugueux de référence a été évalué a :

_ / 3 —2 3
R=4y2Y902" :4xﬁx‘/9’81xz'5'106 X157 -+ 4475062
1% 1,15.10™

iii. Ainsi, le coefficient de frottement f est, selon la relation (2.29) :

_2 _2
£ | 2log( 21D 20.04Y[ " |, o207, 10,04
37 R 3,7 4475262

=0,01216

Il s’agit bien de la valeur exacte du coefficient de frottement f calculée a I’étape
vi de I’exemple d’application 2.2.
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11.2.1.3. Expression du débit volume

L’expression du débit volume Q écoulé par une conduite sous
pression peut étre déterminée aprés avoir éliminé le facteur de correction des
débits vQ des relations (2.18) et (2.20), soit :

Qo (£/D, 10,04
Q=-Ziog (37 & j (2.30)

Dans la relation (2.30), le débit volume Q est donné par la relation (2.13), soit :

Q=7+2,gID° (2.31)

Le débit volume Q est donc bien défini par les seuls paramétres D et J.

Les relations (2.30) et (2.31) permettent d’écrire que :

w/gJD Iog{‘g/D 10, 04} (2.32)

En termes adimensionnels, la relation (2.32) peut étre écrite sous la forme :

Q __ 7, (g/D 10, 04] (2.33)
D5 V2 37 R

Or, la quantité Q/,/gJD® figurant dans la relation (2.33) est, par définition, la
conductivité relative q de la conduite. Par suite, la relation (2.33) s’écrit :

¢ID 10 04
S 2.34
q= \/,Iog [37 = j (2.34)

La relation (2.34) possede la méme forme que celle (1.71) de Hager, mais avec
une meilleure définition des paramétres adimensionnels qui la composent.
L’expression du débit volume Q peut étre également déduite des relations
(1.36) et (2.26) apres avoir éliminé le nombre de Reynolds R, soit :
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4Q _ 15 /D 1004
zDv Rlog {37 R j

ou bien :

(2.35)

9=-"PVRiog [g/D 1004}

8 3,7 R

Rappelons que le nombre de Reynolds R figurant dans la relation (2.35) est
donné par la relation (2.15), pour les valeurs connues des parametres D, J etv.
La relation (2.35) est la relation générale qui permet le calcul du débit volume
Q dans une conduite circulaire en charge.

Elle est applicable a I’ensemble du domaine de I’écoulement turbulent,
correspondant a R>2300et 0<¢/D<0,05.

Pour le domaine de I'écoulement lisse ou pratiquement lisse, correspondant a
&D =0 ou a &D—0, larelation (2.35) s’écrit :

Q=_7Pvg Iog(lORMj (2.36)

8

Pour le domaine turbulent rugueux correspondant & »—->0 ou & R—, la
relation (2.35) devient :

Q =—”Dvﬁlog[‘9/—DJ (2.37)

Exemple d’application 2.4.

Quel est la valeur du débit volume Q d’un liquide de viscosité cinématique
v =10"%m?/sécoulé par une conduite circulaire sous pression caractérisée par

un diamétre interne D=1,5m et une rugosité absolue £=3.10"%m, sous un

gradient de la perte de charge linéaireJ =2.1073 ? Quelle est la nature du
régime de I’écoulement ?

i. Larugosité relative &/D est :
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3.1074

_910-4
15 =2.10

glD=

ii. D’autre part, le nombre de Reynolds R caractérisant I’écoulement dans le
modele rugueux de référence est, selon la relation (2.15) :

. 3 -3 3
R:4J§—V9JD=4XJEX\/9’81X12612 157 _ 1455665
> -

iii. Ainsi, le débit volume Q écoulé par la conduite est, en vertu de la relation
(2.35):

_ RI )
Q=-—g Rlog| 37 +—%

_zDvs (8/D 10,04j

soit ;

21074 10,04

_x15x107° s
37 1455665

Q= x 1455665 x log ( ]; 3,614m3/s

iv. Selon I’inégalité (2.25), nous pouvons déduire que I’écoulement est en
régime de transition puisque :

10,04

1/1,01
21074 (2104
3,7 3,7

De plus, le diagramme de la figure 2.1 confirme cet état de I’écoulement
puisque le couple de valeurs (¢/D=2.10"%;R=1455665)se matérialise par un
point situé dans le domaine de transition.

R =1455665 < =1817921
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Exemple d’application 2.5.

Quelle est la valeur du débit volume Q d’un liquide de viscosité cinématique
v =10"%m?2/sécoulé par une conduite circulaire sous pression caractérisée par
un diamétre interne D = 0,5 m et une rugosité absolue & = 5.10 sous un
gradient de la perte de charge linéaire J = 10 ? Quelle est la nature du régime
de I’écoulement ?

i. Larugosité relative &D est :

5.1074

103
05 =10

g/D=

ii. D’autre part, le nombre de Reynolds R caractérisant I’écoulement dans le
modele rugueux de référence est, selon la relation (2.15) :

B 3 3063
R:4ﬁ\/9iD:4xﬁxJ9’81X1100_6X0’5 ~198091

iii. Ainsi, le débit volume Q écoulé par la conduite est, en vertu de la relation
(2.35):

Qz—ﬂDVﬁlog 5/D+10,_04
8 37 R
soit :
6 -3
Q=-Zx05x10" 198091xl0g| L9 + 1004 |~ 0 136m3/s=136 1/5
37 198091

iv. Selon I’inégalité (2.25), nous pouvons déduire que I’écoulement est en
régime de transition puisque :

10,04
1/1,01
103 (1073
3,7 3,7
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Le diagramme de la figure 2.1 confirme bien que le régime de I’écoulement
appartient au domaine de transition, puisque le couple de valeurs

(g/D=10_3; R =198091) se matérialise par un point situé en pleine zone de
transition.

v. Si I’on avait supposé que le régime de I’écoulement était turbulent
rugueux, le débit volume Q aurait donc pu étre évalué en application de la
relation (2.37), soit :

_ —6 -3
QZ—EDVF“OQ elD :_7r><0,5><10 «198091x log 10
8 3,7 8 3,7

~0,1388m3/s

Ainsi, dans I’hypothéese d’un régime d’écoulement turbulent rugueux, le calcul
du débit Q serait entaché d’une erreur relative égale a seulement :

AQ =100 x 0,1388-0,136 _ 204
0,1388

vi. Par contre, si I’on avait supposé que I’ecoulement était de nature lisse, le
débit volume Q aurait été évalué en application de la relation (2.36), soit :

8
=0,167 m3/s

7Dvs,  (10,04)  7x0,5x107°
198091

Q=-"2" Rlog| 12|~ A ><198091><Iog( 10’04j

Le calcul du débit volume Q aurait donc été entaché d’une erreur relative égale
a:

AQ _ 00, 0.167-0,136

~18,5%
0,167 °
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1.2.2. Le diamétre D est inconnu
11.2.2.1. Expression du nombre de Reynolds

Il s’agit d’établir la relation permettant le calcul explicite du
nombre de Reynolds R caractérisant I’écoulement dans une conduite circulaire
sous pression dont le diamétre D est le paramétre inconnu. Les données du
probleme sont le débit volume Q écoulé par la conduite, le gradient de la perte
de charge linéaire J, la rugosité absolue & et la viscosité cinématique v du
liquide en écoulement.

Dans cette partie, nous assumons les égalités suivantes :
Q=Q,J=J

Autrement dit, nous faisons écouler dans le modele rugueux de référence le
méme debit que celui de la conduite, sous le méme gradient de la perte de
charge linéaire. La relation (2.4) devient alors :

2
297<D

En comparant les relations (1.33) et (2.38), nous pouvons déduire que D#D .
Ainsi, pour écouler le débit Q sous le gradient de la perte de charge linéaire J,

le modéle rugueux de référence doit étre caractérisé par un diamétre D différent
de celui de la conduite.

Compte tenu du fait que Q=QetJ =J, le diamétre Ds’exprime alors, en
vertu de la relation (2.5), par :

1/5
— (. o\ Q2
D-(Z;z ) [g—JJ (2.39)

Le diamétre D du modéle rugueux de référence est donc entiérement défini par
les parametres connus Q et J.

D’autre part, le nombre de Reynolds R caractérisant I’écoulement dans le
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modele rugueux de référence est, en vertu de la relation (2.9) pour Q=Q et
J=J:

)1/5

R (2.40)

7r3 |4

=(2048J1/5( 9JQ3

Le nombre de Reynolds Rest donc bien défini, puisque Q, J et v se comptent
parmi les parametres connus du probléme. En outre, la relation (2.8) devient,

pour Q=Q :

R=1Q (2.41)
7Dv

En égalant les relations (1.32) et (2.38), il vient que :

8f Q*_ @2
9”2 D> 297[255

Aprés simplifications et réarrangements, la relation précédente permet d’écrire
que :

D-(167)"°D (2.42)

La relation peut également s’écrire :

D= l//B (2.43)
ou:
W =(16 f )1/5 (2.44)

La relation (2.43) traduit le fait que le diamétre D de la conduite est égal au
diamétre D du modele rugueux de référence, corrigé par les effets du facteury.
Celui-ci peut donc étre considéré comme le facteur de correction des diametres.
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En faisant le rapport entre les relations (1.36) et (2.41), nous obtenons :

(2.45)

2l o
wllw]

Or, selon la relation (2.43), le rapport D/D constituant le membre droit de la
relation (2.45) n’est autre que z//_l. Ainsi, la relation (45) s’écrit :

R=y 'R (2.46)

En remplacant, dans la relation (1.36) de Colebrook-White, le diamétre D, le
coefficient de frottement f ainsi que le nombre de Reynolds R par leur
expression respective (2.43), (2.44) et (2.46), nous obtenons :

5 -2
v _

16

e/ID  251x4
—2log[3’ Ty * V/—lﬁy/S/Z]

Aprés simplifications et réarrangements, la relation précédente prend la
forme suivante :

5/2 g/D 10,04 _ 2 47
v Iog[3’7w+—ﬁly3/2}_ 2 (2.47)

Nous obtenons ainsi la relation implicite y(¢/D,R) . Rappelons que le diamétre

D est bien défini par la relation (2.39) pour les valeurs connues de Q et J, et que
R I’est aussi pour les valeurs données de Q, J et ven vertu de la relation (2.40).
La seule variable inconnue dans la relation (2.47) n’est donc que le facteur de
correction des diamétresy. Celui-ci doit étre évalué par un procédé itératif ou
graphique, en raison de la forme implicite de la relation (2.47) qui le gouverne.
La relation implicite (2.47) est représentée graphiquement dans le systéme
d’axes de coordonnées a divisions semi logarithmiques de la figure (2.3). Le
diagramme obtenu traduit la variation du coefficient de correction des
diametres y en fonction du nombre de Reynolds R, pour diverses valeurs de la
rugosité relative /D
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Nous pouvons considérer le diagramme de la figure 2.3 comme une version du
diagramme de Moody, représenté par la figure 1.2. On y distingue les trois
domaines connus de I’écoulement turbulent : lisse, de transition et turbulent
rugueux. Sur la figure 2.3 nous avons fait figurer, en trait continu, la courbe
limite pratique délimitant les domaines de I’écoulement de transition et
turbulent rugueux. Au-dela de cette courbe, le domaine de I’écoulement
turbulent rugueux se traduit par une variation quasi horizontale du coefficient
de correction des diametresy . Celui-ci ne dépend que de la rugosité

relatives/D.

Le domaine lisse, correspondant & /D=0, se réduit a une courbe unique.
Celle-ci se traduit, selon la relation (2.47), par :

Ws/z.ogiﬁlo,gg]z_z @48)
v

Le domaine de I’écoulement rugueux, correspondant & v —00u aR — oo, est
régi, selon la relation (2.47), par I’équation :

w5 210g [‘”_Dl;]:_z (2.49)

Le diagramme de la figure 2.3 montre que dans I’ensemble du domaine
turbulent, le facteur de correction des diametres y varie dans la gamme
0,55<y <1.
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1,00
0,95
0,90 3
0,85 3
0,80
0,75 3 v
0,70
0,65 3
0,60 1
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10° 10* 10° 10° 107 108 10° 10%

Figure 2.3 : Variation de y(R) selon la relation (2.47) pour
diverses valeurs de ¢/D

Afin de faciliter le calcul du facteur de correction y, il est recommande
d’utiliser la relation approchée suivante (Achour et Bedjaoui, 2006), en
remplacement de la relation implicite (2.47), établie au prix d’un calcul assez
laborieux :

_ -2/5
~ _ 8/D 8,5 2.50
1//_1,35[ log {4’75+ = H (2.50)

Pour mieux apprécier la fiabilité de la relation approchée (2.50), nous I’avons
comparée a la relation exacte (2.47). Cette comparaison a été effectuée selon les
étapes suivantes :

i. Une valeur de la rugosité relative &/D est choisie dans la gamme
0<&/D<2.1072.

ii. Le nombre de Reynolds Rest ensuite varié selon un pas arbitrairement
choisi.

iii. Pour la valeur fixée de la rugosité relatives/D, un calcul itératif permet
d’évaluer le facteur de correction des diametres y selon la relation (2.47),
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pour chacune des valeurs choisies du nombre de Reynolds R.

iv. Pour les mémes valeurs de s/Det de R considérées au cours des étapes i
et ii, la relation (2.50) permet d’obtenir la valeur approchée de .

v. L’écart relatif (Aw)/y, entre les valeurs exacte et approchée de w,
calculées respectivement au cours des étapes iii et iv, est enfin déterminé.

A I’issue des étapes de calcul ci-dessus indiquées, I’écart relatif (Aw)/y est
représenté graphiquement dans le systeme d’axes de coordonnées a divisions
semi logarithmiques de la figure 2.4, en fonction de Ret pour chacune des
valeurs fixées de la rugosité relative &/D.

Au regard du diagramme de la figure 2.4, il apparait clairement que pour

R>2000et dans toute la gamme 0<g/D<2.1072, I’écart relatif maximal
[(Ay)/w]max_ est inférieur & 0,5%. Ceci confirme, si besoin est, la validité de

la relation approchée explicite (2.50).

0,6 -
1 éﬂ(%)
0.5+ Tt
] \
0a] \\ il
] \\\ B LU -
0,3 \
; \\\ 5 44/;f'*’7 ****** il
02 ] . €/ A ey
] \ \ 2 /,/ // ////
0,1 A \\\\ \g'}? i l /,ﬁfjﬁff’*ij/ﬁ%***
0 \\\Lof\ 1T AL AT ]
R \\\ A 19‘{ L :7):/:77: ] T:i77lii%1i liliei il
] . 4 10> T
N ettt
0,2 ] N ﬁ
0,3 41— L R 1 A1 O A 11 A 1
10° 10* 10° 10° 10 108 10° 10%

Figure 2.4 : Ecart relatif (Aw)/w entre les valeurs exacte et approchée de v,
calculé selon les relations (2.47) et (2.50) en fonction de Ret £/D.
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En assumant la relation (2.50), I’expression du nombre de Reynolds R de
I’écoulement est deduite de la relation (2.46), soit :

_ _ 2/5
R=_"R [—log[” D+8'5H (2.51)

~135 475 R

La relation (2.51) est applicable dans tout le domaine de I’écoulement
turbulent. Elle engendrerait, selon la relation (2.46), une erreur relative
maximale sur le calcul de R égale & seulement :

[(AR)/R]max =[(Ay)/y]max =0,5%

Les étapes suivantes indiquent la voie a suivre pour calculer la valeur du
nombre de Reynolds R par application de la relation (2.51), sachant que Q, J, ¢
et vsont les paramétres connus du probleme et que le diamétre D de la conduite
n’est pas requis :

i. A partir des valeurs connues des seuls parameétres Q et J, la relation (2.39)
permet le calcul aisé du diamétre D du modéle rugueux de référence, soit :

B (02 1/5
D:(27r) [g—JJ

ii. Le nombre de Reynolds Rpeut étre évalué soit par application de la
relation (2.40) a partir des valeurs données de Q, Jet v:

1/5

R=(2048j1/5(gJQ3)

3 14

soit par application de la relation (2.41) en y insérant la valeur donnée du
débit volume Q et la valeur calculée de D & I’issue de I’étape i :

R=_4Q

7Dv
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iii. La valeur donnée de la rugosité absolue ¢ et celle précédemment calculée
de D donnent la rugositeé relatives/D.

iv. Les paramétres Ret e/ Dsont alors insérés dans la relation (2.51) pour
I’évaluation du nombre de Reynolds recherche R.

Exemple d’application 2.6.

Quelle est la valeur du nombre de Reynolds R caractérisant I’écoulement se
produisant dans une conduite circulaire sous pression de rugosité absolue

£=5.10"%m, écoulant un débit volume Q=0,136 m3/sd’un liquide de

viscosité cinématique v=10"%m2/s, sous un gradient de la perte de charge
linéaire J =103 ? Quelle est la nature du régime de I’écoulement ?

i. Le diamétre D du modeéle rugueux de référence est, selon la relation
(2.39) :

2 1/5 2 1/5

= 2\ M5 Q 2\"1/5 0,136

D=(27r ) —_— =(27r ) x| ————— =~0,6252m
gJ

9.81x10°°

ii. Le nombre de Reynolds R est, en vertu de la relation (2.41) :

R_4Q _  4x0136
7DV 7x0,6252x10"

5 =276970

Le méme résultat est obtenu par application de la relation (2.40), soit :

_ 1/5 ( gJQ3 9,81x1073x0,136°

R =[2°§8] ( )=( 2048/ﬂ3)x( . ):276970
T 14 10~

iii. La rugosité relative &/Dest :

£/D=5.10"4/0,6252=8.10"*
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iv. Compte tenu des valeurs ainsi calculées de Rets/D, le nombre de
Reynolds R recherché est, selon la relation (2.51) :

_ _ 215 4 215
R eID 85 276970 8.10" 8,5
R= —log += = x| —log +
1,35 4,75 R 135 4,75 276970

= 346275

v. Le couple de valeurs (¢/D=8.10"*;R=276970)se matérialise, sur le

diagramme de la figure 2.3, par un point situé en pleine zone de transition.
L’ecoulement est donc en régime de transition.

vi. La présente étape anticipe sur le calcul du diamétre D de la conduite dont
la valeur n’a pas été nécessaire a la résolution de I’exemple d’application
considéré. En vertu de la relation (1.36), le diamétre D de la conduite est :

5_4Q _ 4x013

= = —-=0,50m
7RV 7x346275x10

Si une précision meilleure que 0,5% est souhaitée sur le calcul du nombre de
Reynolds R, il est possible de proposer une autre formulation en remplacement
de la relation (2.51). Pour cela, il faut rappeler la relation (2.15) :

R=42 —Vg‘]VDB (2.15)

Le nombre de Reynolds Rde la relation (2.15) correspondant aux conditions :
Q#Q,D=D et J=1J,s0it RQ=Q;D=D;J=7J)

En insérant la relation (2.43) dans (2.15), il vient que :

=3
R-4y2,3/2Y9D (2.52)

|4

La relation (2.52) peut s’écrire :
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R(Q=Q;D=D;J=)=yp32R(Q=0Q;D=D;J=J) (2.53)

D’autre part, en éliminant le coefficient f entre les relations (2.17) et (2.44),
nous obtenons :

Les relations (2.20) et (2.54) permettent d’écrire que :
2/5

[ 1, (e/D, 1004 255
4 _[ 2'09(37 R j] (2:53)

ol Rcorrespond en faita R(Q=Q;D=D;J = J)donné par la relation (2.15).
En tenant compte de la relation (2.53), la relation (2.55) s’écrit également :

-1_

7

2/5
/D 10,04
2.56
Iog[37 1//3/2RH (2.56)

ol Rcorrespond en fait 8 R(Q=Q;D=D;J =J)que I’on peut évaluer selon
les relations (2.40) ou (2.41), tel que nous I’avons montré a I’étape ii de

I’exemple d’application 2.6. En insérant la relation (2.43) dans (2.56), celle-ci
devient :

2/5
-1_ __Iog[g/D 10,04 J] (2.57)

W

l// V/S/Zﬁ

Or, le membre gauche de la relation (2.57) correspond, selon la relation (2.46),

au rapport R/R. De ce fait, la relation (2.57) s’écrit sous la forme
définitive suivante :

2/5
5 g/D 10,04
R=R { Iog{3 7 z//3/2 RJ] (2.58)

La relation (2.58) méne a une valeur plus précise du nombre de Reynolds R,
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lorsqu’on la compare a la relation (2.51). Mieux encore, la relation (2.58) a été
comparée a la relation exacte (2.46), pour R >2200et0<¢/D<0,05. Il a été
observé que I'écart maximal était négligeable, de I'ordre de 0,05%.

Exemple d’application 2.7.

Reprenons les données de I’exemple d’application (2.6), soit :
Q=0,136m3/s; J=10"3£=5.10"%m ; v=10"m2/s

Il s’agit d’évaluer, en I’absence de la valeur du diamétre D de la conduite, le
nombre de Reynolds R caractérisant I’écoulement qui s’y écoule.

i. Le calcul du diamétre D, de R et de </Dest le méme que celui effectué

au cours des étapes i, ii et iii de I’exemple d’application (2.6). Nous
obtenons :
1/5 1/5
— -1/5( 02 ~1/5 2
. D=(27zz) 8 =(27r2) L% ~0,6252m
9J 9,81x10~
) 4x0,136 &= 276970

7DV 7x0,6252x10"
e £/D=51074/0,6252=8.107
ii.  Selon la relation (2.50), le facteur de correction y est :

/_ -2/5 4 -2/5
D 85 8.10" 8,5

~1,35| —log| £ o2 =1,35x| | ’

v [ 09[4,75+ R J] X[ Og( 4,75 +276970ﬂ

=0,7998=0,8

iii. En vertu de la relation (2.58), le nombre de Reynolds R recherché est
donc :

2/5
1 8.107% 10,04
R =276970x| —=xIo ! =~ 346202
X[ 2" g[3,7><0,8+0,83/2><276970H
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11.2.2.2. Expression du coefficient de frottement

Il s’agit d’établir la relation permettant le calcul du coefficient
de frottement f & partir des valeurs connues du debit volume Q écoulé par la
conduite, du gradient de la perte de charge linéaire J, de la rugosité absolue ¢ et
de la viscosité cinématique v du liquide en écoulement. Le diametre D de la
conduite n’est pas un parametre donné du probleme.

Selon les relations les relations (2.44) et (2.46), nous pouvons écrire que :

R=(167)°R
ou bien :
-5
1(R
== |2 2.59
r=35(E] 259

En remplagant, dans la relation (2.59), le nombre de Reynolds R par
I’expression (2.58), nous pouvons déduire que :

2
¢/D , 10,04 ﬂ (2.60)

f |:—2log W'ﬁ‘m

La relation (2.60) donne, de facon explicite, la valeur pratiquement exacte du
coefficient de frottement f, pour les valeurs connues de Q, J, £ et v. Les

paramétres D, Ret y sont calculés suivant les mémes étapes que celles
indiguées lors de I’exemple d’application 2.7.

Exemple d’application 2.8.

Reprenons les données de I’exemple 2.7 qui sont, en I’absence du diametre
D de la conduite :

Q=0,136m3/s; J=10"3; £=5.10"%m ; v=10"5m?/s

Quelle est la valeur du coefficient de frottement f ?
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Le calcul du diamétre D, du nombre de Reynolds R, de la rugosité
relative /D et du facteur de correction des diamétres w a déja été
effectué et a donné les résultats suivants :

s 2 1/5 s 0 1362 1/5
D (2;;2) [3_3] - (27[2) x{—SJ ~0,6252m
9.81x10"

.« R-AQ . 4x0d36  _ ,i6070

7DV 7x0,6252x10°%

e ¢£/D=5.10"4/0,6252=8.10"%

_ ~2/5 . ~2/5
. l//51,35[—log(8/D+£H :1,35X[_|Og[8.10 L85 H

4,75 R 4,75 276970
=0,7998=0,8

Le coefficient de frottement f est, selon la relation (2.60) :

- _ -2
e/D 10,04
f =| -2log {3’7‘/’+v/3/2ﬁﬂ

_ )
4
=|—-2xlog [8'10 10,04 H ~(0,02048

+
3,7x0,8 0,832 276970

Cette étape vise a vérifier la valeur précédemment calculée du coefficient
de frottement f. Pour cela, nous allons faire appel a la relation (1.33) de
Darcy-Weisbach qui requiert cependant la valeur du diametre D de la
conduite.

Partant des valeurs connues de la rugosité relative /D et du nombre de

Reynolds R, un procédé itératif, appliqué a la relation (2.47), a donné pour
le coefficient de correction des diamétres y, la valeur exacte :

w =0,80023
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Cette valeur est quasiment égale a celle approchée que nous avons évaluée en
application de la relation (2.50). Ainsi, le diametre D de la conduite est, selon la
relation (2.43) :

D =D =0,80023x0,6252 =0,5003m = 0,5m
La relation (1.33) de Darcy-Weisbach permet d’écrire que :

_ 7% gID° _ 7% 9,81x1073x0,5°

f= o= 2
8 Q¢ 8 0,1362

=0,020448

Par conséquent, en comparant la valeur approchée du coefficient de frottement f
de I’étape ii et la valeur exacte que nous venons de calculer, I’écart relatif
n’est que de

Af 0,02048 —0,020448
—=100x
f 0,02048

=0,156% = 0,16%

Exemple d’application 2.9.

Une conduite lisse circulaire sous pression écoule un débit volume
Q=1615m3/sd’un liquide de viscosité cinématique v=10"m?2/s, sous un

gradient de la perte de charge linéaire J=10"%. Quelle est la valeur du
coefficient de frottement f ?

i. Le diamétre Ddu modéle rugueux de référence est, selon la relation
(2.39) :

1/5 1/5
_ -1/5( 02 -1/5 2
D:(Zﬁz) Q =(27z2) o L6151 L5 eeem
9J 9,81x1074

ii. Le nombre de Reynolds R caractérisant I’écoulement dans le modéle
rugueux de référence est, en vertu de la relation (2.41) :

=_4Q _  4x1615

N =771298,5
7DV 7x2,666x107°
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ii. La rugosité relative /D est :
/D=0, car la conduite est supposée étre lisse

iv. La valeur approchée du facteur de correction des diamétres i est, selon la
relation (2.50) :

5 85\ 0 g5 \2°
~1,35| —log| £.=2 + &2 —1,35x| —lo !
v ! g(475+ RH X[ 9(4,75+771298,5H

=0,71157

La valeur exacte dey, obtenue par un procédé itératif appliqué a la relation
(2.47), est :

w=0,71265

Ainsi, I’écart relatif entre les valeurs approchée et exacte de y n’est que de :

0,71265-0,71157

~ 0,
0,71265 =0,15%

AY _100x
v

v. La valeur recherchée du coefficient de frottement f est, selon la relation
(2.60) :

-2

0 10,04

=|-2xlo + ! =0,011493
[ g[3,7x0,71157 0,71157%/2 ><771298,5]]

Cette valeur de f a été calculée en utilisant la valeur approchée de w. La valeur

exacte de f peut étre obtenue par application de la relation (2.44), en y insérant

la valeur exacte de y calculée a I’étape iv, soit :

5 5
f :V’_:M:o,mmgg
16 16
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Nous pouvons ainsi observer que I’écart relatif sur f n’est que de :

Af 0,011493-0,011488
—=100x
f 0,011493

=0,043%

11.2.2.3. Expression du diamétre

Il s’agit d’établir la relation qui permet de déterminer de
maniére explicite le diamétre D d’une conduite circulaire sous pression, a partir
des valeurs connues du débit volume Q qu’elle écoule, de la rugosité absolue &
caractérisant I'état de sa paroi interne, du gradient J de la perte de charge
linéaire et de la viscosité cinématique v du liquide écoulé.

En fait, deux expressions de ce diamétre peuvent étre proposées. La premiére
peut étre déduite de la combinaison des relations (2.43) et (2.50), apres avoir
éliminé le facteur de correction des diametres y, soit :

D=1,35D

5 85) "
B & , 2.61
Iog(4’75+ - ]] (2.61)

La relation (2.61) est applicable dans tout le domaine de I’écoulement
turbulent, soit pour R>2300et pour 0<¢/D<0,05. Elle occasionne un écart

relatif maximal de 0,5% sur le calcul du diametre D, ce qui est largement
satisfaisant pour la plupart des cas pratiques.

Le diamétre D et le nombre de Reynolds R sont respectivement donnés par les
relations (2.39) et (2.41). 1l est utile de rappeler que R peut étre également
évalué par application de la relation (2.40).

La seconde relation, permettant d’évaluer de maniére explicite le diamétre D de
la conduite, peut étre déduite des relations (1.33) et (2.60), apres avoir éliminé
le coefficient de frottement f, soit :

_ -2/5 U5
N 2\1/5| /D 10,04 Q“ 2.62
D=(2/7%) { Iog{—3’7v/+—vj3/2ﬁﬂ [ng (2.62)

La relation (2.62) est applicable dans tout le domaine de I’écoulement
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turbulent, soit pour R >2300 et pour 0<&/D<0,05. Elle est d'une meilleure
précision que la relation (2.61), bien que celle-ci soit largement suffisante.

Exemple d’application 2.10.

Une conduite circulaire sous pression, dont la paroi interne est caractérisee par
la rugosité absolue £=10"3m, écoule un débit volume Q=0,55m3/s d’un

liquide de viscosité cinématique v=10"%m?2/s, sous un gradient de la perte de

charge linéaire J =5.10"4. Quelle est la valeur du diamétre D de la conduite ?
Si celle-ci était lisse, quel serait son diametre D ?

i. Le diamétre D du modeéle rugueux de référence est donné par la relation
(2.39), soit :

1/5 1/5
_ -1/5( 02 -1/5 2
D=(2ﬂ'2) Q- :(27r2) X _ 05 3
gJ 9,81x5.10~

=1,2558892 m

ii. Le nombre de Reynolds Rest, selon la relation (2.41) :

=_4Q _ 4x055

= 5= 557598,35
7Dv  7x1,2558892x10™

iii. La rugosité relative /D est :
£/D=103/1,2558892 = 7,9625.10~*

iv. Le diametre recherché D de la conduite est alors donné par la relation
(2.61):

_ -2/5
D=1,35D| —log| £/2 83
475" R

soit :
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-2/5
4
D=135x1, 2558892x[—|og[7’9625'10 85 H —1m

475 55759835

v. Calculons, au cours de cette étape, le diametre D de la conduite par
application de la relation (2.62). Celle-ci est plus précise que la relation
(2.61), mais elle nécessite la valeur du facteur de correction des
diamétresy. Celui-ci peut étre évalue par la relation (2.50), soit :

_ -2/5
7 ;1,35[—Iog [E/—D+ 8_—5]]

275 R
4 -2/5
—1,35x| —log| 962510 " | 85 —0,796646
! 475 " 557598,35 !

Ainsi, selon la relation (2.62), le diamétre D de la conduite serait égal a:

_ 1/5
2
D=(2/72)3| —] /D 10,04 Q”
(2/7°) 0g 3,71//+y/3/2ﬁ o)

-2/5

soit :

D =(2/72)5x

-2/5

| 7,9625.107% 10,04

—log + 372 %
3,7x0,796646  0,796646°'2 x557598,35

2 1/5
0,55
9,81 x5.10

Pour I’exemple d’application considéré, les relations (2.61) et (2.62) donnent
finalement le méme résultat.

vi. Si la conduite était lisse, alors nous pouvons écrire que /D=0, le
diamétre D et le nombre de Reynolds R restant inchangés :
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D =1,2558892m ; R=557598,35

Pour £/D =0, la relation (2.61) devient :

-2/5
D=1, 355{—I0g [%H

soit :

-2/5
8,5
D=1 1,2 2x|—log| ——— = 4
,35x1,255889 x{ 09(557598:35H 0,904m

Si I’on souhaitait calculer une valeur plus précise du diamétre D, elle serait
alors donnée par la relation (2.62) qui s’écrit pour £/D =0 :

10.04 -2/5 QZ 1/5
D=(2/72)3| 1o il x_
@) ool o |||

Le facteur de corrections des diamétres y est, selon la relation (2.50) pour
e/D=0":

85 -2/5 85 -2/5
w =135 —log| = =135x|-log| ———— =0,71982
R 557598,35

Le diametre D de la conduite est donc :

10,04 215 0,552 Yo
D=2/ 225 | _Io : _ 000"
(2/2°)""x| =109\ 5= 1982 557598 35 *1 9.81x5.10

=0,90554m

vii. La valeur exacte du facteur de correction des diametres, obtenue par un
procédé itératif appliqué a la relation implicite (2.48) est :

w =0,720969
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La valeur exacte du diametre D de la conduite est donc, en vertu de la relation
(2.43):

D =D =0,720969x1,2558892 = 0,905457 m

On voit bien que la relation (2.62) est d’une précision remarquable, puisque
I’écart relatif qu’elle occasionne sur le calcul du diamétre D n’est que de :

AD 0,90554 -0,905457

——=100x =0,0091%
D 0,90554

Mais, la précision obtenue par application de la relation (2.61) est aussi
largement suffisante puisque I’écart relatif sur le diamétre D n’est que de :

0,905457 -0,904
0,905457

AD_

100x =0,16%

Exemple d’application 2.11.

La pression a la sortie de la station de pompage, schématisée sur la figure ci-
dessous, est Pq=5bars. De I’eau, de masse volumique p=103kg/m3, de
viscosité cinématique v =10"%m?2/set de débit volume Q =400m?3/heure, doit
étre acheminee a travers une conduite circulaire rectiligne de diameétre interne
D et de rugosité absolue £=10"%m, sur une longueur L=1000m et sur une
hauteur de 20 m. L’accélération de la pesanteur est g =10m/s2.

Parmi les diamétres commerciaux ci-dessous indiqués, quel est le plus petit
diamétre D pouvant répondre aux conditions du probleme ?

Diameétres commerciaux (en millimétres)

60 — 80 — 100 — 125 — 150 — 200 — 250 — 300 — 350 — 400 — 450
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En métres de colonne d’eau, la pression Pq=>5bars est environ :

P; =50 métres de colonne d’eau

Ces vingt metres de colonne d’eau vont servir & vaincre les vingt metres de
hauteur d’élévation ainsi que les pertes de charge linéaires Ah. Celles-ci sont
donc égales a :

Ah =50-20 = 30metres de colonne d’eau
Le gradient de la perte de charge linéaire J est par suite :

J ZA_h:ﬂzgllo—Z
L 1000

Le diamétre Ddu modeéle rugueux de référence est, selon la relation
(2.39) :

w52 |° -1/5 | (400/3600)2 Yo
D=(272) Q° :(2,,2) | (400/3600)°
9J 10x3.1072

=0,29094627 = 0,291m

Le nombre de Reynolds R caractérisant I’écoulement dans le modele
rugueux de reférence est, selon la relation (2.41) :

=_ 4Q _ 4x(400/3600)

= 5= 486154,847 = 486155
7Dv  7x0,291x10™
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v. Larugosité relative /D est :

— 10 4
D=-" =3 4364.1
el 0.201 3,4364.10

vi. Le diameétre D de la conduite est, en vertu de la relation (2.61) :

¢/ID 85
+ =

-2/5
D :1,35D{—Iog[4 =t H

-2/5
3,4364.10~% ,_ 85
4,75 486154,847

soit :

D=1,35%0,291x [— Iog(
=0,22459053m = 0,2246m

vii. Si I’on souhaitait obtenir une valeur encore plus précise du diameétre D, elle
pourrait étre calculée par application de la relation (2.62) :

5 1008 )" 021"
D=2/ 22YY5| _1ogl £ ,
2/7) od 3,7¢/+w3/2§ o

Le facteur de correction des diamétres y est donné par la relation (2.50), soit :

_ -2/5
w ;1,35{—|og[“’"/—D+8’__5H

475 R

4 -2/5
~1,35x| —log| 24304107 | 85 ~0,77179
475 ' 486155

Le diametre D est par suite :
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-2/5
3,4364.1074 10,04
D=(2/ 725 x| -log| = + J x
( ) 93 7x0,77179 0,77179%/2 x 486155
400/3600)2 Y
(40073600)” | _ 4 55540
9.81x0.03

viii. Le diameétre D ainsi calculé ne figure pas dans le tableau des diametres
commerciaux. Il se situe entre les diamétres commerciaux 200 mm et 250
mm. 1l faut donc considérer le diametre qui lui est directement supérieur,
soit :

D=250mm=0,25m

ix. Veérifions nos calculs en évaluant le gradient J de la perte de charge linéaire
au sens de Darcy-Weisbach. Le coefficient de frottement f est :

_ -2
e/D 10,04 ||

3,4364.10~4 10,04
—2xlog +
3,7x0,77179 ' 0,77179%'2 x 486155

-2
J] =0,01711779

Notons que le calcul du coefficient de frottement f aurait pu s'effectuer par la
relation :

5
f :%:% —0,01711495

Le gradient J de la perte de charge linéaire serait donc égal a :

_ 8f Q% 8x0,01711779 y (400/3600)2

=—5 5= =0,03=3.1072
gz D° 9,81x 72 0,22542°

J

Il s'agit bien de la valeur du gradient de la perte de charge linéaire J donnée a
I'énonceé de I'exemple d'application considére.

108 B. ACHOUR



Conduites et canaux en charge / Chapitre Il

11.2.3. Le gradient J de la perte de charge est inconnu
11.2.3.1. Expression du coefficient de frottement

Il s’agit de proposer une relation explicite au calcul du
coefficient de frottement f dans le cas ou le gradient de la perte de charge
linéaire J est le parametre inconnu du probléme. Les variables connues sont le
débit volume Q, le diameétre D de la conduite, la rugosité absolue & et la
viscosité cinématique vdu liquide en écoulement.

En I’absence de la valeur du gradient de la perte de charge linéaire J, la relation
(1.33) de Darcy-Weisbach n’est d’aucune utilit¢ pour I’évaluation du
coefficient de frottement f.

Puisque Q, D, et vsont les données du probleme, alors la rugosité relative &/D
et le nombre de Reynolds R le sont aussi. Celui-ci est aisément déterminé par
application de la relation (1.36).

Dans cette partie, nous assumons les egalités :
Q#QetD=D

Ceci implique bien évidemment que :

J#J et R#R

En outre, étant donné que Q=Q et D=D, le coefficient de frottement est

donc régi par la relation (2.29) ot le nombre de Reynolds Rest donné par
(2.26).

Pour les valeurs donﬂées de &D et de R, la relation (2.26) permet le calcul du
nombre de Reynolds R, a condition d’utiliser un procédé itératif ou graphique.

L’etude de la relation (2.26) a montré qu’elle peut étre remplacée, avec une
excellente approximation, par la relation :

-1
EZZR{_IOQ[%/_EJF%J] (2.63)
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Ainsi, la relation (2.63) permet d’évaluer de maniere explicite le nombre de

Reynolds R, pour les valeurs données de &/D et de R. Par suite, le coefficient de
frottement est aisément déterminé par application de la relation (2.29).

Exemple d’application 2.12.

Un écoulement se produisant dans une conduite circulaire sous pression dont la
paroi interne est caractérisée par la rugosité relative £/D=2.10"%, est défini

par un nombre de Reynolds R=5.10°. Quelle est la valeur du coefficient de
frottement f ?

i. Ce probleme peut étre résolu par la méthode classique qui consiste a
évaluer, par un procédé itératif appliqué a la relation implicite (1.35) de
Colebrook-White ou par voie graphique sur le diagramme de Moody
représenté par la figure 1.2, la valeur demandée du coefficient de
frottement f pour les valeurs données de &/D et de R.

Pour £/D=2.10"4 et R=5.10°, la relation (1.35) de Colebrook-White donne
la valeur :

f =0,0154335
ii. Résolvons le probléme par la MMR. A partir des valeurs &/D=2.10"% et

R=5.10°, la relation (2.63) donne la valeur du nombre de Reynoldsﬁ,
Soit :

-1
ﬁzZR{—Iog(‘Z—?+%H

-1
-4
=2x5.10° x| —log 2107, 55 = 248591
37  (5.10°)09

iii. En insérant les valeurs /D =2.10"%et R =248591dans la relation (2.29),
la valeur recherchée du coefficient de frottement f est :
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) -2
/D 10,04 21074 10,04
f =] -2log + = =|-2xlog +
3,7 R 3,7 | 248591
—0,015433

Nous pouvons ainsi observer que la MMR donne le méme résultat que celui issu
de la relation implicite de Colebrook-White, tout au moins pour I’exemple
d’application que nous avons considéré.

Afin de mieux apprécier la fiabilité de la relation (2.29), lorsqu’elle est utilisée
simultanément avec la relation (2.63) pour I’évaluation du coefficient de
frottement f, nous I’avons comparée a la relation implicite (1.35) de Colebrook-
White. Les écarts relatifs sur le coefficient de frottement f sont alors représentés
sur la figure (2.5), en fonction du nombre de Reynolds R et pour diverses
valeurs de la rugosité relative &D.

0,5

Af
—_ (9
0a] . 7@
03] - *
1 5.107
02{ %% |
‘\. i -
T S e
' LN | s -
o] \\\:\.,__\_‘-_s_h. N SN e
0.1 NI e a
" \::\ o]
N 10,-0
-0,2] - e
R
0, B S T
10° 10* 10° 108 107 108 10° 10%

Figure 2.5 : Comparaison entre la relation de Colebrook-White et la relation
(2.29), en fonction de R et pour diverses valeurs de &D

La figure 2.5 montre clairement que les écarts relatifs sur le coefficient de
frottement f dépendent a la fois du nombre de Reynolds R et de la rugosité
relative &D, tout en restant inférieurs a 0,4% dans la large gamme
0<&/D<0,05 et pour R>2300. Cet écart se réduit de moitié, soit 0,2%, pour

R > 4000 et dans toute la large gamme 0<g¢/D<0,05. Ceci confirme la

fiabilité de la relation (2.29) ot le nombre de Reynolds Rest donné par la
relation (2.63).
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Exemple d’application 2.13.

Une conduite lisse en charge, de forme circulaire, de diamétre D=1,5m

écoule, sous un gradient de la perte de charge linéaire J =102, un débit
Q=3,527m3/s d’un liquide de viscosité cinématique v =10"%m?2/s.

Quelle est la valeur du coefficient de frottement f ?

i. Le nombre de Reynolds R caractérisant I’écoulement est, en vertu de la
relation (1.36) :

Re 4Q _  4x3527
7DV zx1,5x10™

5 = 2993810,6

ii. La conduite étant lisse, la rugosité relative /D est: 6/D =0

iii. En application de la relation (2.63) pour £/D =0, le nombre de Reynolds
R caractérisant I’écoulement dans le modele rugueux de référence est :

-1 -1
5 5,5 5,5
R=2R|-log | 2% || =2x2993810,6x|-log | ————
{ ; (RO-" H { ’ (2993810, 69 j]

=1176757

iv. La valeur recherchée du coefficient de frottement f est, selon la relation
(2.29) pour ¢/D=0:

2 2
f=|—210g[ 1094  _| _2x1og[ 10.04 —0,0097298
R 1176757

v. Par un procéde itératif, la relation implicite (1.37) donne pour f, la valeur :

f =0,00972396

Ainsi, I’écart relatif entre les valeurs calculées de f aux étapes iv et v n’est que
de 0,06%.
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11.2.3.2. Expression du gradient J de la perte de charge

Pour les valeurs connues du débit volume Q, du diamétre D de
la conduite, de la rugosité absolue ¢ et de la viscosité cinématique v du liquide
en écoulement, il est possible d’évaluer de maniere explicite le gradient J de la
perte de charge lineaire.

En éliminant le coefficient de frottement f entre les relations (1.33) et (2.29), le
gradient J de la perte de charge linéaire s’exprime par :

-2
207 £/D 10,04
J—W[—Iog[s’—?+ = H (2.64)

Rappelons que le nombre de Reynolds R est donné par la relation (2.63).

La relation (2.64) est applicable dans tout le domaine de I’écoulement turbulent
correspondant a R>2300 et couvre la large gamme 0<&/D<0,05. Elle
occasionne une erreur relative maximale de 0,4%, qui se reduit a 0,2% pour les
valeurs du nombre de Reynolds R >4000.

Pour les valeurs données de Q, D, setv, les étapes suivantes indiquent la voie a
suivre pour I’évaluation du gradient J de la perte de charge linéaire :

i. Avec les valeurs de Q, D et v, la relation (1.36) permet le calcul du nombre
de Reynolds R.

ii. Les valeurs données de et de D permettent le calcul aisé de &/D.

iii. Les valeurs ainsi calculées de &D et de R sont insérées dans la relation
(2.63) pour la détermination du nombre de Reynolds R .

iv. Les valeurs de Q, D, &D, Rsont introduites dans la relation (2.64) destinee
au calcul du gradient J de la perte de charge linéaire.
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Exemple d’application 2.14.

Une conduite circulaire sous pression de diametre D = 1,25 m, de rugosité
absolue £=5.10"*m, écoule un débit volume Q=1,506 m%s d’eau de viscosité

cinématique v=10"%m?2/s. Quelle est la valeur du gradient J de la perte de
charge linéaire ?

i. Le nombre de Reynolds R caractérisant I’écoulement est, selon la relation
(1.36) :

R 4Q _  4x1506

_ _ -1533999
7DV x125x10°°

ii. Larugosité relative est :
£/D=510"%/1,25=4.10""

iii. Selon la relation (2.63), le nombre de Reynolds R caractérisant
I’écoulement dans le modéle rugueux de référence est :

-1
R-2%|-o